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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Dominating Induced Matching
Problem fiir azyklische Hypergraphen. Dabei wird nach einer
Kantenmenge gesucht, so dass jede Kante mit genau einer Kante aus dies
Menge einen gemeinsamen Knoten besitzt. Nach der Behandlung der
theoretischen Grundlagen wird gezeigt, dass sich das Problem auf das
Weighted Independent Set Problem fiir das Quadrat des Linegraphen
reduzieren lasst. Am Ende der Arbeit werden dann eingie Algorithmen
vorgestellt, um das Problem fiir verschiedene Klassen von azyklischen
Hypergraphen in Polynomialzeit zu 16sen.

Abstract

This thesis deals with the Dominating Induced Matching problem for
acyclic hypergraphs. This problem asks for a set of edges so that every
edge shares a vertex with exactly one edge of this set. After dealing with
the theoretical background this thesis will show that the problem can be
reduced to the Weighted Independent Set problem on the square of the
linegraph. At the end of the thesis some algorithms will be presentetd to
solve the problem for several kinds of acyclic hypergraphs in polynomial

time.
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Kapitel 1

Einleitung

Das Dominating Induced Matching Problem sucht nach einer Teilmenge
der Kanten eines Graphen, so dass jede Kante des Graphen entweder in
dieser Teilmenge ist oder mit genau einer solchen Kante benachbart ist. Es
wird auch als Efficient Edge Domination Problem bezeichnet und ist im
Allgemeinen NP-vollstandig [29].

Die Besonderheit dieses Problems ist, dass es sowohl ein Pack- als auch ein
Abdeckungsproblem darstellt. Es missen genug Kanten gewéhlt werden,
damit alle Kanten, die nicht zum Matching gehoren mit einer Kante des
Matchings verbunden sind. Zwischen den Kanten des Matchings miissen

sich aber gleichzeitig immer mindestens zwei weitere Kanten befinden.

Das Problem wurde fiir einfache Graphen bereits umfangreich studiert
(siehe beispielsweise [9, [11), 12 [35] 86]). Diese Arbeit untersucht das
Problem nun fiir Hypergraphen. Dabei stehen azyklische Hypergraphen im
Vordergrund.

Diese Arbeit ist dafiir in sechs Kapitel unterteilt. Nach der Einleitung
befassen sich das zweite und dritte Kapitel mit Graphen und
Hypergraphen. Dabei werden verschiedene Klassen vorgestellt und
miteinander in Verbindung gebracht. Das Thema des vierten Kapitels sind
dominierende Knoten- und Kantenmengen sowie die dazugehorigen
Probleme (zu denen auch das Dominating Induced Matching Problem
gehort). Basierend auf den Ergebnissen der vorherigen Kapitel zeigt dann
das fiinfte Kapitel algorithmische Ansétze zur Losung des Problems.
Abschlielend werden im letzten Kapitel die Ergebnisse der Arbeit noch
einmal zusammengefasst.




Kapitel 2

Graphen

Dieses Kapitel befasst sich mit den Grundlagen von Graphen. Es werden
die in dieser Arbeit verwendeten Klassen definiert und in Verbindung
gebracht.

2.1 Grundlagen

Dieser Abschnitt enthélt einige grundlegende Definitionen.

Definition 2.1 (Graph)
Ein Graph G ist ein 2-Tupel G = (V, E). Dabei ist V eine endliche Menge
von Knoten und FE C {{u,v} | u,v € V. Au # v} die Menge der Kanten.

Eine Kante {u, v} wird abgekiirzt durch uv.

Definition 2.2 (Teilgraph)

Es sei T' = (V4, E) ein Graph. T ist Teilgraph des Graphen G = (V, E)
genau dann, wenn V; C V und E; C E. Gilt fir alle u, v € V; zusétzlich
wv € B = wv € By, dann ist T ein induzierter Teilgraph.

Falls T ein induzierter Teilgraph von G ist, so wird T" auch als G[V{]
bezeichnet.

Definition 2.3
Es seien G und F' Graphen. G ist F-frei genau dann, wenn F' kein
induzierter Teilgraph von G ist.

Definition 2.4 (Nachbarschaft eines Knotens)
Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Dann seien N (v) := {u | uv € E} die
offene und N[v] := N(v) U {v} die abgeschlossene Nachbarschaft von v.
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2.2 Graphisomorphie

Graphisomorphie bezeichnet vereinfacht gesagt, dass zwei Graphen gleich
sind. Dies bedeutet bildlich gesprochen, dass man beide Graphen

iibereinander legen kann.

Definition 2.5 (Graphisomorphie)
Zwei Graphen G = (Vi1, Eq) und Gy = (Va, Es) heiflen isomorph genau
dann, wenn eine bijektive Abbildung ¢ : V3 — Vs existiert, so dass fir
alle u,v € Vp gilt:

uwv € By < p(u)p(v) € Ey

Die Isomorphie zweier Graphen wird wie folgt dargestellt: G1 ~ G2

2.3 Potenz eines Graphen

Bei der Potenzierung eines Graphen wird dessen Kantendichte erhoht.
Dazu wird fiir G* eine Kante zwischen zwei Knoten u und v eingefiigt,

wenn der Abstand § von » und v in G kleiner oder gleich i ist.

Definition 2.6 (Potenz eines Graphen)
Es seien G = (V, E) ein Graph und § eine Funktion, die den Abstand
zweier Knoten zueinander angibt. Dann sei G = (V, E?) wie folgt
definiert:

E':={uv | u,v € V; u#v; 8(u,v) < i}

(a) (b)

Abbildung 2.1: Beispiel fiir die Potenz eines Graphen: der Graph @ und dessen Qua-

drat @
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2.4 Spezielle Graphen

Bei den drei in diesem Abschnitt definierten Graphen handelt sich um
individuelle Graphen. Die Abbildung [2.2] stellt alle drei dar.

Definition 2.7 (House)
Ein House ist ein Graph (V, E), der wie folgt definiert ist (Index
Arithmetik modulo k):

V ={u,vy,...,v3}
E = {vivit1 | 0 <3 <3} U {uvy, uva}

Definition 2.8 (Domino)
Ein Domino ist ein Graph (V| E), der wie folgt definiert ist:

V ={u,v; |1<i<3}
E:{viviﬂ]1§i§2}u{uivi|1§i§3}

Definition 2.9 (Gem)
Ein Gem ist ein Graph (V, E), der wie folgt definiert ist:

V ={u,v1,...,v4} mit
E={vvit1|1<i<3}U{uy | 1<i<4}

(a) House (b) Domino (c) Gem

Abbildung 2.2: Die Graphen House, Domino und Gem.

2.5 Einfache Klassen

Die Klassen in diesem Abschnitt sind sehr einfache Klassen. Graphen
innerhalb dieser Klassen unterscheiden sich lediglich durch ihre Gréfie
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voneinander. Die Abbildungen [2:3 und [2.4] zeigen fiir jede Klasse einen
Beispielgraphen der Grofie 5.

Definition 2.10 (Kreis, Cy)

Ein sehnenloser Kreis (engl. chordless cycle) der Lénge k (k > 3) ist ein
Graph mit k Knoten vy, ..., v; und den Kanten v;v; 41,1 <4 < k und
V1.

Kreise der Lange k£ > 5 werden auch als Hole bezeichnet.

Definition 2.11 (Clique, K;)
Ein Graph G = (V, E) ist eine Clique der Grofie i genau dann, wenn
V]| =diund E ={uv | u,v € V Au#v}.

Man bezeichnet Cliquen auch als vollstdndige Graphen. Das Ermitteln
einer grofiten Clique in einem Graphen (also eines grofiten Teilgraphen, der
eine Clique darstellt) ist NP-vollstandig [33].

(a) Ein Kreis der (b) Eine Clique
Lénge 5 (Cs) der GroBe 5 (K5)

Abbildung 2.3: Die Graphen C5 und Ks.

Definition 2.12 (Sun, S)

Gegeben seien die Knoten V,, = {ug,...,ux—1} und V,, = {vg, ..., v5_1}.
Eine complete Sun Sy = (Vs, Es) der Grofle k (k > 3) sei dann wie folgt
definiert (Index Arithmetik modulo k):

Ve =V, UV,
ES = {uivi,uiviﬂ,vivj ‘ 0< i,j < k; Z% j}
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Abbildung 2.4: Der Graph Ss

2.6 Chordale Graphen

Unter chordalen Graphen versteht man Graphen, die keine Kreise der
Grofe 4 oder grofler als induzierte Teilgraphen besitzen. Man bezeichnet
sie in der (engl.) Literatur auch als triangulated graphs, rigid-circuit
graphs, monotone transitive graphs und perfect elemination graphs [10].

Definition 2.13 (chordaler Graph)
Ein Graph G ist chordal genau dann, wenn er Cy-frei (k > 4) ist.

Chordale Graphen besitzen einige hilfreiche Eigenschaften. Beispielsweise
lassen sich einige NP-vollstdndige Probleme bei chordalen Graphen in

Polynomial- oder gar Linearzeit 16sen.

2.6.1 Perfekte Eliminationsordnungen

Bei einer perfekten Eliminationsordnung handelt es sich um eine spezielle
Knotenreihenfolge. Dazu ist es jedoch noétig, simpliziale Knoten zu

definieren.

Definition 2.14 (simplizialer Knoten)
Ein Knoten v im Graphen G ist simplizial genau dann, wenn N (v) eine

Clique in G ist.

Jeder nichtleere, chordale Graph G besitzt einen simplizialen Knoten; ist G
keine Clique, so gibt es sogar zwei simpliziale Knoten in G, die nicht
miteinander verbunden sind [I8]. Es ist somit moglich, die Knoten eines
chordalen Graphen schrittweise zu eliminieren, indem man vom
verbleibenden Graphen einen simplizialen Knoten entfernt. Diese

Knotenreihenfolge wird als perfekte Eliminationsordnung bezeichnet.
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Definition 2.15 (perfekte Eliminationsordnung)
Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit |V| = n. Eine Folge (v1,...,vy,)
von Knoten ist eine perfekte Eliminationsordnung fir G genau dann,

wenn fiir alle 7 € {1,...,n} gilt: v; ist simplizial in G[{v;,...,v,}].

Satz 2.1 [18] Ein Graph G ist chordal genau dann, wenn G eine

perfekte Eliminationsordnung besitzt.

Es ist in Linearzeit moglich, die Chordalitédt eines Graph zu erkennen und
eine perfekte Eliminationsordnung zu bilden, falls er chordal ist [39].

2.6.2 Strongly chordale Graphen

Eine (echte) Teilmenge der chordalen Graphen sind die strongly chordalen
Graphen. Es gibt verschiedene (dquivalente) Definitionen fiir sie. Eine
davon ist iiber das Verbot von Suns als induzierte Teilgraphen.

Definition 2.16 (strongly chordaler Graph)
Ein Graph G ist strongly chordal genau dann, wenn G chordal und
Sk-frei (k > 3) ist.

Strongly chordale Graphen besitzen als chordale Graphen eine perfekte
Eliminationsordnung. Es gibt allerdings auch andere
Eliminationsordnungen fiir strongly chordale Graphen. Eine davon wird als

strong perfect elemination ordering bezeichnet.

Definition 2.17 (strong perfect elimination ordering, [24])
Eine perfekte Eliminationsordnung (v1,...,v,) eines Graphen
G = (V, E) ist strong perfect genau dann, wenn fiir alle i < j, k < [ gilt:

{vivy, vivg, vjup} CE=>vyw; € E

Eine strong perfect elimination ordering lésst sich mit einem Zeitaufwand

von O(n?) fiir einen gegebenen strongly chordalen Graphen finden [T].

Eine weitere Eliminationsordnung ist die simple Eliminationsordnung.
Dabei miissen die entfernten Knoten sogenannte simple Knoten sein.
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Abbildung 2.5: Skizze fir Deﬁnitionm Wenn die Kanten il, ik und jk (griin) vorhan-
den sind, muss auch die Kante ji (blau gewellt) vorhanden sein. Uber
die Kanten ij und k! (gestrichelt) wird keine Aussage gemacht.

Definition 2.18 (simpler Knoten, [24])
Ein Knoten v ist ein simpler Knoten im Graphen G genau dann, wenn
fir alle seine Nachbarn x,y € N[v] gilt:

Nfa] € Nly] oder N[y] € Na]

Aus Definition [2.1§] folgt, dass es fiir die Nachbarn uq, ..., u; eines simplen
Knotens v eine lineare Ordnung auf deren Nachbarschaft gibt:

Definition 2.19 (simple Eliminationsordnung, [24])

Eine Eliminationsordnung vy, ..., v, ist eine simple Eliminationsordnung
genau dann, wenn fiir alle 7 € {1,...,n} gilt: v; ist simpel in
G[{’UZ', 000 ,’Un}].

Lemma 2.1 [24] Ein Graph G ist strongly chordal genau dann, wenn
jeder induzierte Teilgraph von G einen simplen Knoten besitzt.

Aus Lemma [2.1] folgt nun unmittelbar Satz

Satz 2.2 Ein Graph G ist strongly chordal genau dann, wenn G eine
simple Eliminationsordnung hat.

2.6.3 Intervallgraphen

Die Idee bei Intervallgraphen ist es, die Uberschneidung von verschiedenen
Zeitintervallen darzustellen. Dazu wird fiir jedes Intervall ein Knoten
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erstellt und diese dann miteinander verbunden, wenn sich die
entsprechenden Intervalle iiberschneiden. Abbildung [2.6] zeigt dies an
einem Beispiel.

Definition 2.20 (Intervallgraph)
Ein Graph G = (V, E) ist ein Intervallgraph genau dann, wenn eine
Menge von Intervallen Z = {3, ..., I,} existiert, sodass gilt:

V= {v1,...,0}
E = {vw; | NI #0; i # j}

(a)

(b)

Abbildung 2.6: Eine Mengen von Intervallen @ und der dazugehorige Intervallgraph

@ (Vorlage: [20])

Intervallgraphen sind strongly chordal [10, Abschnitt 4.4][22] und kénnen
in Linearzeit erkannt werden [6].

2.7 Distanzerbliche Graphen

Bei distanzerblichen Graphen handelt es sich um eine Klasse von Graphen,
in denen der Abstand zwischen zwei Knoten in jedem zusammenhéngenden
induzierten Teilgraph gleich ist. Das heifit, dass (so lange es einen Pfad
gibt) sich die Entfernung zwischen zwei Knoten nicht verandert,

unabhéingig davon, wie viele Knoten entfernt werden.

Urspriinglich wurden distanzerbliche Graphen in [31] vorgestellt. In [2]
wurde gezeigt, dass sie sich auch {iber das Verbot von Teilgraphen
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definieren lassen. Dabei handelt es sich um die Graphen House, Hole (Cy,
k > 5), Domino und Gem.

Definition 2.21 (distanzerblicher Graph, [2])
Ein Graph G ist distanzerblich (engl.: distance hereditary) genau dann,
wenn G (House, Hole, Domino, Gem)-frei ist.

Abbildung 2.7: Beispiel fiir einen distanzerblichen Graphen (Vorlage: [19])

Zwar sind Holes (Kreise der Lange 5 oder grofler) verboten, aber nicht
Kreise der Lénge 4. Somit sind distanzerbliche Graphen nicht
notwendigerweise chordal. Umgekehrt beinhalten chordale Graphen bereits
per Definition kein House, Hole oder Domino als induzierten Teilgraphen.
Es gilt somit Lemma [2.2

Lemma 2.2 Ein chordaler Graph G ist Gem-frei = G ist distanzerblich.

Da jede Sun ein Gem enthélt, ist ein chordaler distanzerblicher Graph

auch immer strongly chordal.

2.8 Dually chordale Graphen

Bei dually chordalen Graphen handelt es sich um eine Graphenklasse, die
sich iiber eine Nachbarschaftsordnung ihrer Knoten definiert. Basis dafiir

ist ein sogenannter maximaler Nachbar.

Definition 2.22 (maximaler Nachbar)
Ein Knoten u € N[v] ist ein mazimaler Nachbar von v genau dann, wenn
gilt:

Vw € Nv] : N[w] C N[u

10
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Kann nun ein Graph G schrittweise reduziert werden, wobei jeder entfernte
Knoten v einen maximalen Nachbarn u im Restgraphen hat, spricht man
von einer maximalen Nachbarschaftsordnung. Dies schliefit auch die
Moglichkeit ein, dass v sein eigener maximaler Nachbar ist (v = u).

Definition 2.23 (maximale Nachbarschaftsordnung)

Eine Ordnung von Knoten (v1,...,v,) ist eine mazimale
Nachbarschaftsordnung genau dann, wenn fur alle i € {1,...,n} jeder
Knoten v; einen maximalen Nachbar in G[{v;, ..., v,}| hat.

Dually chordale Graphen definieren sich nun durch eine maximale
Nachbarschaftsordnung.

Definition 2.24 (dually chordaler Graph)
Ein Graph G ist dually chordal genau dann, wenn G eine maximale
Nachbarschaftsordnung hat.

Im Laufe der Arbeit werden noch weitere Charakterisierungen fiir dually
chordale Graphen genannt. Satz (S. fasst diese zusammen.

Jeder Graph G lésst sich in einen dually chordalen Graphen G’
umwandeln, indem man einen Knoten v einfiigt, wobei v mit allen Knoten
in G benachbart ist. Auf diese Weise ist v ein maximaler Nachbar fiir alle
anderen Knoten. Als Folge daraus kann ein dually chordaler Graph jeden
Graphen als Teilgraphen haben. Somit sind dually chordale Graphen nicht

notwendigerweise chordal.

Man kann die Definition der dually chordalen Graphen erweitern, indem
auch jeder induzierte Teilgraph dually chordal sein muss. Die so
entstehende Klasse nennt man hereditary dually chordal.

Satz 2.3 [8] Ein Graph G ist strongly chordal genau dann, wenn jeder

induzierte Teilgraph von G dually chordal ist.

Zwar sind die strongly chordalen Graphen eine Teilmenge der dually
chordalen Graphen, aber nicht jeder Graph, der chordal und dually chordal
ist, ist auch strongly chordal. Abbildung stellt einen solchen Graphen
dar.

11



Kapitel 2. Graphen

\J

Abbildung 2.8: Ein Graph der chordal, dually chordal jedoch nicht strongly chordal ist.

2.9 Baume

Béume sind eine der bekanntesten Graphenklassen. Bei ihnen handelt es
sich um zusammenhéngende Graphen ohne Zyklen (Cy, k > 3). Nicht
zusammenhédngende Graphen, die frei von Zyklen sind, werden als Wald
bezeichnet.

Definition 2.25 (Baum)
Ein zusammenhéngender Graph ist ein Baum genau dann, wenn er

keinen Zyklus besitzt.

Es gibt noch weitere Charakterisierungen fiir Bdume: Beispielsweise ist ein
Graph (V, E) ein Baum genau dann, wenn er zusammenhéngend ist und
V| =|E|+1 ist.

2.9.1 Spannbiume

Eine Anwendung von Baumen ist das Konzept der Spannbdume. Hierbei
handelt es sich um einen Baum 7', der ein (in der Regel nicht induzierter)
Teilgraph eines Graphen G ist. Allerdings ist jeder Knoten von G auch in
T vorhanden.

Definition 2.26 (Spannbaum)

Gegeben sei ein zusammenhéngender Graph G = (Vj, E,;) und ein Baum
T = (W, Et). T ist ein Spannbaum von G genau dann, wenn die beiden
nachfolgenden Bedingungen erfillt sind:

Vi=V,
E; C E,

12
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Es ist leicht zu sehen, dass jeder zusammenhangende Graph auch einen
Spannbaum besitzt. Dieser muss jedoch nicht eindeutig sein. Abbildung [2.9]
stellt einen Graphen mit einem Spannbaum dar.

(a) (b)

Abbildung 2.9: Beispiel fiir einen Graphen @ und einen Spannbaum @
(Vorlage fiir @ [19))

Spannbédume bieten eine weitere Moglichkeit, dually chordale Graphen zu

charakterisieren.

Satz 2.4 [8] Ein Graph G ist dually chordal genau dann, wenn er einen
Spannbaum T besitzt, so dass jede maximale Clique in G einen Teilbaum

von T induziert.

2.9.2 Blatter

Blatter sind eine spezielle Sorte von Knoten, die man iiblicherweise mit
Baumen in Verbindung bringt. Dabei handelt es sich um Knoten, die nur

einen Nachbarn haben.

Definition 2.27 (Blatt)
In einem Graphen ist ein Knoten v ein Blatt genau dann, wenn v genau
einen Nachbarn hat (|[N(v)| = 1).

Es ist leicht zu sehen, dass jeder Baum (mit zwei oder mehr Knoten)
mindestens zwei Blatter besitzt. Trotzdem koénnen auch in anderen

Graphen Blatter vorkommen.

13
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2.10 Cliquenweite

Bei Cliquenweite handelt es sich um ein Komplexitdtsmafl fiir Graphen. Als

Basis dienen vier Operationen, mit denen sich jeder Graph erzeugen lésst:

©;

G1 @ G

1,5 (G)

pi—;(G)

Es wird ein neuer Knoten erstellt und mit dem Label

versehen.

Wurden bereits zwei Graphen G; und Ga (mit disjunkten
Knotenmengen) erzeugt, werden sie nun als ein Graph G
betrachtet. Es werden jedoch keine neuen Kanten erstellt.

Somit ist G nicht zusammenhéngend.

Bei dieser Operation werden zwei Knoten u und v miteinander
verbunden, wenn u das Label ¢ und v das Label j hat. Diese
Operation betrifft alle Knoten im Graphen mit den
entsprechenden Labels. Auflerdem gilt, dass i # j sein muss.
Es ist die einzige Moglichkeit, um Kanten zu erzeugen.

Vorhandene Labels konnen umbenannt werden. Dabei erhalten
alle Knoten mit dem Label 7 das Label j.

Die Cliquenweite eines Graphen definiert sich nun iiber diese vier

Operationen.

Definition 2.28 (Cliquenweite)
Die Cliquenweite eines Graphen G ist die minimal notwendige Anzahl an

verschiedenen Labels, die nétig ist, um G mit den Operationen ®;, @,

n;,; und p;_; zu erzeugen.

Anhand eines Gems sei nachfolgend demonstriert, wie sich mit den oben

genannten Operationen ein Graph erzeugen lasst. Abbildung [2.10] stellt

dies graphisch dar.

@ Begonnen wird mit dem Erstellen von zwei Knoten mit den Labels 1

und 3. Diese werden zu einem Graphen zusammengefiigt und mit

einer Kante verbunden.

G :=m3(01® O3)

14
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(1)
© @ @ 9‘9

(a) m,3(G1 @ ©3) (b) @@ ®2 B O1 (c) 771,2(?72,3)

@ 99 999
(d) plaZ D O1 (e) 7]1,2

Abbildung 2.10: Erstellen eines Gems

@ Als néchstes wird der bisherige Graph um zwei weitere Knoten mit
den Labels 1 und 2 erweitert.

G:=GPO2® O

Im néchsten Schritt verbindet man den Knoten mit Label 2 mit den
Knoten, welche die Labels 1 und 3 haben.

G = m2(m23(G))

@ Nun erhalten die Knoten mit Label 1 das Label 2. Auflerdem wird
ein neuer Knoten mit Label 1 eingefiigt.

G = p152(G) ® 1

@ AbschlieSfend werden erneut die Knoten mit Label 1 mit den Knoten
mit Label 2 verbunden.

G .= ’171’2(0)
Der so erzeugte Graph ldsst sich auch in einer einzigen Formel ausdriicken:

G :=ma2(p1-2(m2(n2,3(Mm,3(01 B O3) B 2@ ©1)))  O1)

Eine solche Formel wird auch als Cliquenweite-Ausdruck bezeichnet.
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Hypergraphen

Dieses Kapitel befasst sich mit Hypergraphen. Der Fokus liegt dabei auf
den azyklischen Hypergraphen sowie der Charakterisierung ihrer

Linegraphen.

3.1 Einleitung

Hypergraphen sind eine Verallgemeinerung von Graphen. Kanten sind nun
nicht mehr auf zwei Knoten beschrankt, sondern kénnen beliebig viele
(jedoch nicht null) Knoten beinhalten.

Definition 3.1 (Hypergraph)

Ein Hypergraph H ist ein 2-Tupel H = (V, ). Dabei ist V eine endliche
Menge von Knoten und € C {e | e C V; e # 0} die Menge der
Hyperkanten.

Da Hypergraphen nicht auf genau zwei Knoten pro Kante beschrénkt sind,
reicht die bisherige Definition fiir Graphisomorphie (Definition S.
nicht mehr aus. Die urspriingliche Definition wird deshalb so erweitert,

dass Kanten nicht auf zwei Knoten beschrankt sind.

Definition 3.2 (Isomorphie von Hypergraphen)

Zwei Hypergraphen H; = (V4,&1) und He = (Va, &) heiflen isomorph
genau dann, wenn eine bijektive Abbildung ¢ : V7 — V5 existiert, so dass
fiir alle Hyperkanten {vy,...,v;} € & gilt:

{v1,..., v} €& < {pv1),...,0(vi)} € &

Die Isomorphie zweier Hypergraphen wird wie folgt dargestellt: H; ~ Ho
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3.2 Umwandlungsfunktionen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Graphen und Hypergraphen in
einander umzuformen. In diesem Abschnitt werden drei Varianten

vorgestellt.

3.2.1 2-Section Graphen

Die 2-Section Graphen sind eine Moglichkeit, einen Hypergraphen H als
Graphen darzustellen. Dazu werden die Knoten von H iibernommen und

miteinander verbunden, wenn sie in der gleichen Hyperkante liegen.

Definition 3.3 (2-Section Graph)
Es sei H = (V, &) ein Hypergraph. Der 2-Section Graph
2Sec(H) = (Va, Es) von H ist dann wie folgt definiert:
Vo=V
Ey={uv|Jec u,vee}

Bei dieser Umwandlung gehen jedoch Informationen {iber den
Hypergraphen verloren. Dadurch ldsst sich ein 2-Section Graph nicht
eindeutig einem Hypergraphen zuordnen. Abbildung stellt zwei
Hypergraphen und deren 2-Section Graphen dar.

O / O/
o o (S /N0
(a) (b) (c)

Abbildung 3.1: Die Hypergraphen m und sowie ihr 2-Section Graph |(c)

3.2.2 Linegraphen

Die Idee der Linegraphen ist es, die Nachbarschaft von Hyperkanten in
einem Hypergraphen zu betrachten und als Graphen darzustellen. Dazu
werden die Hyperkanten eines gegebenen Hypergraphen H als Knoten
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betrachtet. Zwei Knoten sind dann durch eine Kante verbunden, wenn die
entsprechenden Hyperkanten einen gemeinsamen Knoten in H haben.
Abbildung [3:2] stellt ein Beispiel fir einen Hypergraphen und seinen
Linegraphen dar.

Definition 3.4 (Linegraph)
Gegeben sei ein Hypergraph H = (V, ). Der Graph L(H) = (€, E) mit

E={ef |e,fe&e# frenf#0}

ist dann der Linegraph von H.

(b)

Abbildung 3.2: Beispiel fiir einen Hypergraphen |[(a)| und seinen Linegraphen |(b)

In Abschnitt [3-5] werden die Linegraphen von verschiedenen Hypergraphen

charakterisiert.

3.2.3 Cliquen(hyper)graph

Fine Variante, einen Hypergraphen aus einem Graphen G zu erzeugen, ist
das Bilden des Cliquenhypergraphen. Dabei wird fiir jede maximale Clique

in G eine Hyperkante erzeugt.

Definition 3.5 (Cliquenhypergraph)
Es sei G = (V, E) ein Graph. Dessen Cliquenhypergraph C(G) = (V, &) sei
dann wie folgt definiert:

€ :={c | c ist maximale Clique in G}

Erzeugt man fiir jede maximale Clique statt einer Hyperkante einen
Knoten und verbindet diese, falls die entsprechenden Cliquen einen

18
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gemeinsamen Knoten in G besitzen, so wird der erzeugt Graph als
Cliquengraph bezeichnet.

Definition 3.6 (Cliquengraph)
Fiir einen gegebenen Graphen G = (V,, E,) sei sein Cliquengraph
K(G) = (Vi, Ey,) wie folgt definiert:

Vi := {c | ¢ ist maximale Clique in G}
Er:={cd | cnd+# 0}

Wendet man die Definition von Linegraphen auf die von
Cliquenhypergraphen an, stellt man fest, dass der Cliquengraph genau der
Linegraph eines Cliquenhypergraphen ist.

Lemma 3.1 Fiir jeden Graphen G gilt: K(G) = L(C(Q)).

Der Cliquengraph bietet auch eine weitere Moglichkeit, um dually chordale
Graphen (siehe Abschnitt zu definieren.

Satz 3.1 [8] Ein Graph G ist dually chordal genau dann, wenn G der
Cliquengraph eines chordalen Graphen ist.

3.3 Eigenschaften

Hypergraphen kénnen Eigenschaften besitzen, die iiblicherweise bei
Graphen nicht betrachtet werden. So stellen Baume die einzige
Graphenklasse dar, welche die beiden nachfolgend vorgestellten
Eigenschaften hat.

3.3.1 Helly-Eigenschaft

Die Helly-Eigenschaft trifft eine Aussage iiber gemeinsame Knoten von
Kanten. Hat ein Hypergraph die Helly-Eigenschaft, dann existiert fiir jede
Menge von Hyperkanten, die sich paarweise schneiden, ein gemeinsamer
Knoten, der in jeder der Hyperkanten vorhanden ist.
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Definition 3.7 (Helly-Eigenschaft)
Ein Hypergraph H = (V, ) hat die Helly-Eigenschaft, wenn fiir alle
E* C & gilt:

(Vel,egeg*:elﬁeg#(b) = ﬂ e# 0

e€E*

Fiir den Linegraphen L eines Hypergraphen H bedeutet die
Helly-Eigenschaft, dass es fiir jede maximale Clique in £ einen
gemeinsamen Knoten der entsprechenden Hyperkanten in H gibt.

3.3.2 Conformalitat

Conformalitét stellt eine zusédtzliche Einschriankung fiir den 2-Section
Graphen eines Hypergraphen dar. Ist ein Hypergraph conformal, so gibt es
fiir jede (maximale) Clique in dessen 2-Section Graph auch eine
Hyperkante, die alle Knoten der Clique enthalt.

Definition 3.8 (conformal)
Ein Hypergraph H = (V, ) ist conformal, wenn fir jede Clique K mit
den Knoten Vj, in 2Sec(H) gilt:

dee Emit Vi, Ce

Ahnlich wie die Helly-Eigenschaft lisst sich Conformalitéit auch iiber die
Knoten benachbarter Kanten beschreiben. Diese Gesetzméfigkeit ist als
Gilmore Theorem bekannt.

Satz 3.2 (Gilmore Theorem) [4] Ein Hypergraph H = (V,€) ist
conformal genau dann, wenn fiir alle 3-elementigen Knotenmengen
{e1,e2,e3} C & ein e € £ existiert mit (e; Nez) U (e Nes) U (eaNes) Ce.

Zwar treffen sowohl Conformalitit als auch die Helly-Eigenschaft Aussagen
iber paarweise benachbarte Hyperkanten, jedoch sind sie nicht dquivalent
und bedingen auch einander nicht. Abbildung stellt zwei Hypergraphen
dar, von denen einer conformal ist und einer die Helly-Eigenschaft hat.
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3
/9 °
(S /O _o/) o

(a) (b)

Abbildung 3.3: Unterschied von Conformalitidt und Helly-Eigenschaft: Der Hyper-
graph @ ist conformal, aber erfiillt nicht die Helly-Eigenschaft. Der
Hypergraph @ hingegen erfiillt die Helly-Eigenschaft, aber ist nicht
conformal.

3.4 Azyklische Hypergraphen

Dieser Abschnitt definiert drei Klassen von azyklischen Hypergraphen.
Zuséatzlich wird die Graham-Reduktion vorgestellt.

3.4.1 «-azyklische Hypergraphen

Fir a-azyklische Hypergraphen, die auch als dual hypertrees bezeichnet
werden, gibt es verschiedene Definitionen. Eine davon bezieht sich auf
Conformalitdt und den 2-Section Graphen.

Definition 3.9 (a-azyklischer Hypergraph)
Ein Hypergraph H ist a-azyklisch genau dann, wenn H conformal und
2Sec(H) chordal ist.

Aus der Definition fiir a-azyklische Hypergraphen und fiir Conformalitét
folgt nun unmittelbar, dass der Cliquenhypergraph eines chordalen
Graphen a-azyklisch ist.

Lemma 3.2 [10, Corollary 1.3.2] Ein Graph G ist chordal genau dann,
wenn sein Cliquenhypergraph C(G) a-azyklisch ist.

Ein niitzlicher Aspekt von a-azyklischen Hypergraphen ist die
Graham-Reduktion. Dabei handelt es sich um zwei einfache
Eliminationsregeln fiir einen gegeben Hypergraphen.
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Definition 3.10 (Graham-Reduktion)
Unter der Graham-Reduktion versteht man das wiederholte Anwenden
der beiden nachfolgenden Regeln auf einen Hypergraphen H = (V,€).

(i) Ist ein Knoten v in genau einer Hyperkante enthalten, dann kann v

entfernt werden.

ii) Ist eine Hyperkante e vollstandig in einer anderen Hyperkante
ii) Ist eine H kant llstdndig in ei d H kant
enthalten (e C f), kann e entfernt werden.

Fiihrt die Reduktion dazu, dass H nur noch eine leere Kante besitzt
(€ = {0}), so sagt man, die Reduktion war erfolgreich.

Satz 3.3 [3] Ein Hypergraph H ist a-azyklisch genau dann, wenn die
Graham-Reduktion erfolgreich ist fiir H.

Aufgrund von Satz ist die Graham-Reduktion nicht nur eine
Eliminationsregel fiir a-azyklische Hypergraphen, sondern auch eine
Konstruktionsregel.

3.4.2 B-azyklische Hypergraphen

Erweitert man die Bedingungen fiir einen a-azyklischen Hypergraphen so,
dass auch jede Teilmenge der Hyperkanten sie erfiillt, so erhélt man die
Klasse der -azyklischen Hypergraphen.

Definition 3.11 (8-azyklischer Hypergraph, [21])
Ein Hypergraph H = (V, ) ist 5-azyklisch genau dann, wenn fiir alle
&' C & gilt: &' ist a-azyklisch.

B-azyklische Hypergraphen werden auch als totally balanced bezeichnet. Sie
erfiillen die Helly-Eigenschaft [4].

3.4.3 ~-azyklische Hypergraphen

Fine Teilmenge der S-azyklischen Hypergraphen sind die y-azyklischen. Sie
definieren sich iiber einen nicht erlaubten Teilgraphen, einen sogenannten
~y-cycle.
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Definition 3.12 (v-cycle, [21])
Ein vy-cycle in einem Hypergraphen H ist eine Folge (v, eq,..., vk, ex)
mit k > 3, welche die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) v1,...,v sind paarweise verschiedene Knoten in H.
(ii) eq,...,ex sind paarweise verschiedene Hyperkanten in H und
€k+1 — €1.

(iii) V1 (lgigk):vie&ﬂeiﬂ
(iv) Vi 1 <i<k):Vj(#ii+1):v ¢ej

Bedingung in Definition bedeutet, dass alle Knoten v; nur in den
Hyperkanten e; und e; 41 sind, jedoch nicht der Knoten vy. Dieser darf
auch in den anderen Hyperkanten enthalten sein. Abbildung [3.4] gibt ein

Beispiel fiir einen ~-cycle.

Abbildung 3.4: Beispiel fiir einen ~y-cycle
Definition 3.13 (vy-azyklischer Hypergraph, [21])

Ein Hypergraph ist v-azyklisch genau dann, wenn er keinen ~y-cycle

enthalt.

Fiir azyklische Hypergraphen gilt die folgende Hierarchie:

Satz 3.4 [21] ~-azyklisch C f-azyklisch C a-azyklisch

3.5 Linegraphen von azyklischen Hypergraphen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Charakterisierung der
Linegraphen von a-azyklischen Hypergraphen und deren Unterklassen (/-

und ~y-azyklisch).
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Zuerst wird gezeigt, dass die Klasse der Linegraphen von a-azyklischen
Hypergraphen genau die Klasse der dually chordalen Graphen ist. Dazu
seien die folgenden Aussagen wiederholt:

« K(G)=L(C(G)) (Lemma [3.1)
e @ ist chordal & C(G) ist a-azyklisch (Lemma

e ( ist dually chordal < G ist der Cliquengraph eines chordalen
Graphen. (Satz
e H ist a-azyklisch < Die Graham-Reduktion ist erfolgreich fiir H.

(Satz

Lemma 3.3 H ist a-azyklisch = L(H) ist dually chordal.

Beweis

H = (V,€) ist a-azyklisch. Man fiige nun in jede Hyperkante e € £ einen
Knoten v, so ein, dass v, nur in e enthalten ist. Der so entstehende
Hypergraph H' ist weiterhin a-azyklisch (Graham-Reduktion).

Es gilt, dass L(H) ~ L(H'), da das Einfiigen der Knoten nichts an der
Nachbarschaft der Hyperkanten gedndert hat.

Aufgrund der eingefiigten Knoten v, gibt es fiir jede Hyperkante e eine
maximale Clique in 2Sec(H’). Angenommen es gibe eine weitere maximale
Clique K, dann wéren ihre Knoten aufgrund der Confomalitat von H’
auch in einer Hyperkante e vorhanden. K ist dann jedoch entweder nicht

maximal, oder keine weitere maximale Clique. Somit gilt:

C(2Sec(H')) ~ H'.

Es sei nun G := 2Sec(H’). G ist chordal und C(G) ~ H'. Daraus folgt, dass
L(H'") ~ L(C(G)) = K(G). Da G chordal ist, ist somit K (G) dually
chordal. Also gilt L(H) ~ L(H') ist dually chordal.

Lemma 3.4 Fiir alle dually chordalen Graphen G existiert ein
a-azyklischer Hypergraph H mit L(H) ~ G.

Beweis
G ist dually chordal. Das heifit, es existiert ein chordaler Graph G’, so dass
K(G") ~G. Es gilt K(G') = L(C(G")). Es sei nun H :=C(G’). H ist
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a-azyklisch. Da L(H) = L(C(G")) = K(G') ist und K(G') ~ G, gilt auch
L(H)~G.

Aus den Lemmata [3.3 und [3.4] folgt nun unmittelbar Satz

Satz 3.5 Ein Graph ist dually chordal genau dann, wenn er der
Linegraph eines a-azyklischen Hypergraphen ist.

In Verbindung mit Satz (S. ergibt sich nun fiir S-azyklische
Hypergraphen, dass diese strongly chordal sind.

Satz 3.6 Die Linegraphen von [S-azyklischen Hypergraphen sind
strongly chordal.

Beweis
Es seien H = (V, ) ein [-azyklischer Hypergraph und £ = L(H) = (€, E)
sein Linegraph.

Per Definition gilt, dass alle Teilmengen £’ der Hyperkanten von H

(&' C &) einen a-azyklischen Hypergraphen bilden. Ubertragen auf den
Linegraphen bedeutet dies, dass jeder induzierte Teilgraph £[£’] dually
chordal ist.

Es gilt, dass ein Graph strongly chordal ist, wenn jeder induzierte
Teilgraph von G dually chordal ist (Satz . Somit ist £ ebenfalls
strongly chordal.

Als néchstes wird gezeigt, dass die Linegraphen von vy-azyklischen
Hypergraphen distanzerblich chordal sind. Dazu werden folgende Aussagen

verwendet:

o H ist vy-azyklisch = H ist S-azyklisch. (Satz
o [-azyklische Hypergraphen erfiillen die Helly-Eigenschaft. [4]

o @ ist chordal und Gem-frei = G ist distanzerblich. (Lemma
s
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Satz 3.7 Die Linegraphen von ~v-azyklischen Hypergraphen sind
distanzerblich chordal.

Beweis
Es seien H ein ~-azyklischer Hypergraph und £ = L(H) sein Linegraph.

Da jeder y-azyklische Hypergraph auch §-azyklisch ist, ist £ strongly
chordal. £ ist somit distanzerblich, wenn £ Gem-frei ist.

Angenommen, £ enthalte einen Gem G mit den Knoten ej, eo und es.
AuBlerdem seien K7, Ko und K3 die maximalen Cliquen in G.
Abbildung [3.5] stellt dies dar.

€1 €3

Ky Ks

€2

Abbildung 3.5: Der Gem G

Aufgrund der Helly-Eigenschaft gibt es fiir jede Clique K; in G einen
Knoten k; in H, der in den Hyperkanten enthalten ist, welche die
entsprechende Clique in £ bilden. Somit gilt: k1 € e; Neg, ko € e2 Neg und
ks € e1 Nea Nes. Abbildung stellt dies dar.

Abbildung 3.6: Der Gem G in H — Es wurden nur zu drei der Knoten aus G die ent-
sprechenden Hyperkanten dargestellt.

(K1, e1, ko, e2, k3, e3) bildet nun einen ~y-cycle. Somit kann £ keinen Gem

enthalten.
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3.5.1 Charakterisierung mittels Graham-Reduktion

Eine weitere Moglichkeit, die Linegraphen von a-azyklischen
Hypergraphen zu charakterisieren, ergibt sich aus der Graham-Reduktion.
Als Konstruktionsregel angewendet besteht die Graham-Reduktion aus

zwei Regeln:
(i) Einfiigen eines Knotens in genau eine Hyperkante

(ii) Einfiigen einer Hyperkante in eine bereits bestehende

Regel |(i)| ist fiir den Linegraphen nicht relevant. Der hinzugefiigte Knoten
ist nur in genau einer Hyperkante enthalten. Somit haben sich die
Nachbarschaften der Kanten durch das Einfiigen nicht verédndert.

Aus Regel hingegen ergibt sich fiir die Hyperkanten eine (gerichtete)
Baumstruktur, welche die Reihenfolge darstellt, mit der die Hyperkanten
eingefiigt wurden. Die Wurzel ist dabei die erste Hyperkante und Blétter
die zuletzt eingefithrten Hyperkanten. Abbildung [3.7] stellt dies an einem
Beispiel dar.

(b)

Abbildung 3.7: Beispiel fiir die Baumstruktur der Graham-Reduktion: Der Hyper-
graph @ kann erzeugt werden, indem die Hyperkanten in der Reihen-
folge ihrer Nummerierung ineinander eingefiigt werden (2in 1, 3in 1, 4
in 2, 5 in 2). Der Bauml@ gibt diese Ordnung wieder.

FEin solcher Baum 7' ist nun ein erster Ansatz fiir den gesuchten
Linegraphen. Zwar ist T" ein Spannbaum des gesuchten Linegraphen,
allerdings werden nicht alle méglichen Nachbarschaften der Hyperkanten

wiedergegeben.

Zwei Knoten a und b sind benachbart in einem Linegraphen, wenn ihre
entsprechenden Hyperkanten einen gemeinsamen Knoten v besitzen. Die
Graham-Reduktion erlaubt das Einfiigen von Knoten jedoch nur in genau
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eine Hyperkante. Alle anderen Knoten werden geerbt. Eine Hyperkante
kann dabei Knoten nur von der Hyperkante erben, in die sie eingefiigt
wurde. Daraus ergeben sich nun die zwei folgenden Moglichkeiten, wenn v
sowohl in a als auch in b ist:

(i) @ wurde in b eingefiigt oder umgekehrt.

(ii) Es gibt einen gemeinsamen Elternknoten e in 7', wobei v in die

entsprechende Hyperkante eingefiigt wurde.

Fiir den Fall bedeutet dies, dass auch alle Hyperkanten, deren Knoten
auf dem Pfad (in T') von e zu a und von e zu b liegen, den Knoten v
besitzen. Andernfalls liele sich v nicht von e auf a und b vererben. Somit

sind a und b auch mit allen Knoten auf diesem Pfad benachbart.
Abbildung [3.8] stellt dies dar.

Abbildung 3.8: Die Nachbarschaft der Hyperkanten a und b entlang des Spannbaums
(blau gewellt): Der Knoten v wird entlang des Spannbaums von e auf a
und b vererbt (griin). Somit sind a und b auch mit allen Hyperkanten
entlang dieser Pfade benachbart.

Entsprechend der obigen Argumentation ergibt sich nun Definition [3.14] fir
die Linegraphen von a-azyklischen Hypergraphen.

Definition 3.14 (Linegraph eines a-azyklischen Hypergraphen)
Es sei Pr(u,v) die Menge der Knoten auf dem Pfad von w nach v in T’

(u,v ¢ Pp(u,v)).

Ein Graph G = (V, E) ist der Linegraph eines a-azyklischen
Hypergraphen genau dann, wenn G einen Spannbaum 7" besitzt, so dass
fir alle Kanten uv € E gilt:

Vw € Pr(u,v) : uw,vw € E
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Es ist nun zu beweisen, dass die Graphen, welche die Definition [3.14]
erfiillen, genau die Linegraphen der a-azyklischen Hypergraphen sind.
Jedoch ist bereits bekannt, dass es sich dabei um die dually chordalen
Graphen handelt (Satz . Fiir dually chordale Graphen ist auflerdem
eine Definition bekannt, die auf einem Spannbaum beruht (Satz S.[13).
Deswegen wird an dieser Stelle lediglich gezeigt, dass beide Definitionen

dquivalent sind.

Satz 3.8 Es seien G = (V, E) ein Graph sowie T ein Spannbaum von G.
Auflerdem sei P,, die Menge der Knoten auf dem Pfad von v nach v in T’

(u,v & Pyy)-
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Jede maximale Clique in G induziert einen Teilbaum von 7.

(ii) Fir alle Kanten uv € E gilt: Vw € Py, : vw,vw € E

Beweis
Es sei K C V eine maximale Clique in G mit den Knoten u und wv.

@ = Die Clique K induziert einen Teilbaum von T'. Somit gilt, dass
P, C K. Folglich sind auch alle Knoten w € P,, mit v und v verbunden.

Andernfalls wire K keine Clique.

@ <= Angenommen, K induziert keinen Teilbaum von T'. Dann
existiert ein Knoten w, der in P,, liegt, jedoch nicht in . Da K maximal

ist, gibt es einen Knoten k € K, der nicht mit w verbunden ist.

Die Knoten v und v sind mit k verbunden (alle drei sind in K). Fiir die
entsprechenden Pfade P, und P, gilt nun, dass w nicht auf diesen Pfaden
liegt (w ¢ Pux U Pyj). Andernfalls wére k& mit w verbunden. Abbildung
stellt dies dar.

Es gibt nun in 7" zwei mogliche Pfade von w nach v: Zum einen P,, iiber w
und zum anderen P, und P,;. Somit ist T" kein Baum. Dies steht im

Widerspruch zur Voraussetzung.
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K

Abbildung 3.9: Skizze fiir den Beweis von Satz Die Knoten k, v und v liegen in
der Clique K (griin). Die blau gewellten Kanten sind Pfade im Spann-
baum T

3.5.2 Zusammenfassung der Definitionen

Es folgt nun eine Zusammenfassung der Charakterisierungen fiir die

Linegraphen von a-azyklischen Hypergraphen.

Satz 3.9 Es seien G = (V, E) ein Graph und Pr(u,v) die Menge der
Knoten auf dem Pfad von w nach v in T' (u,v ¢ Pr(u,v)).

Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(i) G ist dually chordal.
(ii) G hat eine maximale Nachbarschaftsordnung.

)

)
(iii) G ist der Cliquengraph eines chordalen Graphen.
(iv) G ist der Linegraph eines a-azyklischen Hypergraphen.
)

(v) G besitzt einen Spannbaum T, so dass jede maximale Clique in G

einen Teilbaum von 7T induziert.

(vi) G besitzt einen Spannbaum 7', so dass fiir alle Kanten uv € E gilt:
Vw € Pr(u,v) : vw,vw € E.

Beweis

[(0)] < [(i)} Definition [2.24] (S. [L1))
(D) < [Gi} Satz 3] (S. [19)
(D] < [(iv)} Satz[3.5] (S
(D] < [[V)} Satz[24] (S
[(v)] < [(vi)} Satz[3:8] (S. 29)
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Dominierende Mengen

Dieses Kapitel befasst sich mit dominierenden Knoten- und Kantenmengen
in Graphen. Es werden verschiedene Varianten vorgestellt und

Verbindungen zwischen ihnen aufgezeigt.

4.1 Einleitung

Angenommen, man hat eine Fliche gegeben, die in einzelne Teilflichen
(Parzellen) eingeteilt ist. Ein entsprechendes Beispiel ist in Abbildung
gegeben. Diese in Parzellen unterteilte Flédche soll nun komplett abgedeckt
werden. Denkbare Anwendungen hierfiir sind beispielsweise
Video-Uberwachung, Bewisserung von Feldern oder das Anbieten von
Funknetzen.

Um eine solche Abdeckung zu erreichen, werden nun einige Parzellen
ausgewahlt. Eine gewéhlte Parzelle deckt dabei sich selbst und ihre
benachbarten Parzellen ab. Fiir das aktuelle Beispiel seien zwei Parzellen
benachbart, wenn sie zumindest einen gemeinsamen Punkt haben. In
Abbildung wurde eine Parzelle gewéhlt und ihr Abdeckungsbereich

griin eingeférbt.

VAVAVAVAN
JAVAVAVAVAN

\VAVAVAVA

Abbildung 4.1: Beispiel fiir eine in Parzellen unterteilte Fliche. Die dunkelgriin einge-
farbte Parzelle deckt sich selbst und ihre Nachbarn (hellgriin) ab.

Gesucht ist nun eine (moglichst kleine) Menge von Parzellen, damit die
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gesamte Flache abgedeckt wird. Eine solche Menge wird als dominierende
Menge bezeichnet. Ubertrigt man das Konzept auf einen Graphen, so
ergibt sich folgende Definition:

Definition 4.1 (dominierende Menge)
Es sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knotenmenge D C V' ist dominierend
fiir G genau dann, wenn gilt:

U Nld =V
deD

Das dazugehorige Problem sucht nach einer kleinsten Teilmenge, die
dominierend ist. Im gewichteten Fall wird dabei die Summe der Gewichte
minimiert. Bereits ungewichtet ist das Problem NP-vollstandig [27].

Zur Abgrenzung der in Abschnitt vorgestellten Varianten wird eine
dominierende Menge, die keinen weiteren Bedingungen unterliegt, in dieser

Arbeit als simple bezeichnet.

4.2 Unabhangige Mengen

Bevor im néachsten Abschnitt verschiedene Varianten von dominierenden
Mengen vorgestellt werden, definiert dieser Abschnitt kurz das Konzept

von unabhingigen Mengen.

Eine unabhingige Menge (engl.: independent set) ist eine Knotenmenge,
bei denen kein Knoten mit einem anderen benachbart ist. Das Ermitteln

eines grofften independent sets in einem Graphen ist NP-vollstandig.

Definition 4.2 (unabhingige Menge)
In einem Graphen G = (V, E) ist eine Teilmenge der Knoten Z C V eine

unabhdngige Knotenmenge genau dann, wenn gilt:

Vu,veZ:w ¢ E
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4.3 Varianten dominierender Mengen

Die Anforderungen an eine dominierende Menge lassen sich erweitern.
Dieser Abschnitt stellt drei Varianten fiir dominierende Mengen vor.

4.3.1 Independent Dominating Set

Ein mogliches Kriterium ist, dass die Knoten der dominierenden Menge ein
independent set bilden. Man spricht dann von einem independent

dominating set.

Definition 4.3 (independent dominating set)
In einem Graphen G = (V| E) ist eine dominierende Menge D C V

unabhdngig genau dann, wenn gilt:

Vdiee D:de¢ E

4.3.2 Perfect Dominating Set

Eine weitere Variante wird als perfect dominating set bezeichnet. Dabei
wird jeder Knoten, der nicht zur dominierenden Menge gehort, von genau

einem Knoten dominiert.

Definition 4.4 (perfect domination)
Es sei D C V eine dominierende Menge im Graphen G = (V, E). D ist
perfekt genau dann, wenn fiir alle v € V' \ D gilt:

lde D :v e N[d]

Bei einem perfect dominating set ist zu beachten, dass es sich nur auf die
Knoten bezieht, die nicht zur dominierenden Menge gehoren. Es muss sich
somit nicht notwendigerweise auch um eine unabhéngige dominierende

Menge handeln.

4.3.3 Efficient Dominating Set

Ist eine dominierende Menge sowohl unabhéngig als auch perfekt, dann
spricht man von einem efficient dominating set. Dabei ist jeder Knoten in
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der abgeschlossenen Nachbarschaft von genau einem Knoten der

dominierenden Menge.

Definition 4.5 (efficient dominating set)
In einem Graphen G = (V, E) ist eine Menge D C V ein efficient
dominating set genau dann, wenn gilt:

VvoeV:3lde D:ve N[d|

Wiéhrend sowohl eine unabhéngige als auch eine perfekte dominierende
Menge fiir jeden Graphen moglich sind, besitzt hingegen nicht jeder Graph
ein efficient dominating set. Beispiele hierfiir sind unter anderem die
Graphen C4 und Cs.

4.3.4 Bekannte Falle

Fiir die in Kapitel [2] vorgestellten Graphenklassen ist fiir einige Varianten
ein effizienter Algorithmus bekannt oder es konnte nachgewiesen werden,
dass die Variante NP-vollstdndig ist. Die Tabelle gibt dazu eine
Ubersicht.

Klasse Dominierungs-Variante Komplexitat

chordal simple NP-vollstandig [5]
independent Linear [23]
weighted independent NP-vollstéandig [32]
efficient NP-vollstéandig [13]

dually chordal simple Linear [7]

strongly chordal®’  simple Linear [25)]
weighted independent Linear [25)]

Intervall- efficient Linear [14]

Tabelle 4.1: Ubersicht iiber die Komplexitit verschiedener Dominierungsprobleme

Imit gegebener strong perfect elimination ordering
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4.4 Dominierende Kantenmengen

Bei Kantenmengen sucht man héufig nach sogenannten Matchings. Dabei
handelt es sich um eine Teilmenge der Kanten eines Graphen, wobei zwei

Kanten keinen gemeinsamen Knoten besitzen.

Definition 4.6 (Matching)
Gegeben sei ein Hypergraph H = (V,£). Eine Menge M C & heifit
Matching genau dann, wenn fiir alle e, e’ € M (e # €') gilt: ene’ = 0.

Ein solches Matching kann nun auch dominierend sein. Dabei sollen die
anderen Kanten dominiert werden. Zuséatzlich sei noch die Bedingung
gegeben, dass zwischen zwei Kanten des Matchings mindestens zwei
weitere Kanten liegen. Man spricht dann von einem ¢nduced Matching.

Definition 4.7 (dominating induced Matching)
Gegeben sei ein Hypergraph H = (V,£) und ein Matching M. M ist ein

dominating induced Matching genau dann, wenn gilt:

Vee&:Ime M mitmnNe#0D

Vergleicht man diese Definition nun mit der fiir ein efficient dominating

set, so stellt man folgenden Zusammenhang fest:

Satz 4.1 In einem Hypergraphen H = (V,€) ist eine Kantenmenge
M C £ ein dominating induced Matching genau dann, wenn M ein
efficient dominating set im Linegraph L(H) ist.

Beweis
Es sei H = (V, &) ein Hypergraph, L(H) = (£, E) = (V', E) dessen
Linegraph und M ein dominating induced Matching in H.

Es gilt nun per Definition:

Veef:ImeM:mnNe#0D

Bildet man nun den Linegraphen L(H ), kann man die Aussage wie folgt
formulieren:
VeeV':ImeM:(me€ ENVm=ce)
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In einem Graphen ist ein Knoten m mit einem Knoten e verbunden oder
identisch (me € EV m = e) genau dann, wenn m in der abgeschlossenen
Nachbarschaft von e liegt (m € Nle]). Somit lésst sich die obige Aussage
erneut umformen.

VeeV':dme M :e € N[m|

Dies entspricht nun der Definition eines efficient dominating sets. Da alle

durchgefiihrten Umformungen Aquivalenzumformungen waren, ist somit
auch Satz [4.1] erfiillt.

Fiir einen Hypergraphen H lésst sich somit ein dominating induced
Matching ermitteln, indem man ein efficient dominating set in dessen
Linegraph L(H) sucht.

4.5 Reduktion von Efficient Domination

In diesem Abschnitt wird nun gezeigt, dass sich die Suche nach einem
efficient dominating set in einem Graphen reduziert werden kann auf die
Suche nach einer dominierenden Menge mit minimalem Gewicht und auf
die Suche nach einer unabhéngigen Menge mit maximalem Gewicht im
Quadrat des Graphen.

Der Kern der Reduktionen ist die Gewichtung der Knoten. Dafiir sei eine
Gewichtsfunktion w wie folgt definiert: Jeder Knoten v erhélt als Gewicht

die Anzahl der Knoten in seiner abgeschlossenen Nachbarschaft.

w(v) := |N[v]]

Um eine kiirzere Schreibweise zu erméglichen, seien zusétzlich fiir eine
Knotenmenge D C V' deren Gewicht w(D) und deren Nachbarschaft N[D]
definiert.

w(D) = Y w(v) = 3 N[

veD veD

N[D]:= |J N[]
veD
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4.5.1 Reduktion auf Weighted Domination
Es seien G = (V, E) ein Graph und D C V eine Knotenmenge in G.

Lemma 4.1 Wenn D dominierend ist, dann gilt: w(D) > |V|.

Beweis
Angenommen w(D) < |V|. Das bedeutet, dass die Anzahl der Knoten in
der Nachbarschaft N[D] von D Kkleiner ist, als die Anzahl der Knoten im
Graphen. Somit muss es einen Knoten geben, der nicht in N[D] liegt. Also
kann D keine dominierende Menge sein.

(]

Lemma 4.2 Ist D ein efficient dominating set, dann gilt: w(D) = |V|.

Beweis

Aufgrund von Lemma [4.1|ist w(D) > |V/|. Es sei nun angenommen, dass

w(D) > |V] ist. Somit wird ein Knoten u fiir die Gewichtsfunktion

mehrfach gezdhlt. Das bedeutet, dass u in der Nachbarschaft von mehreren

Knoten aus D liegt. Also kann D auch kein efficient dominating set sein.
O

Satz 4.2 Eine Knotenmenge D ist ein efficient dominating set genau

dann, wenn D ein minimum weight dominating set mit w(D) = |V/| ist.

Beweis

=>: D ist ein efficient dominating set. Aufgrund von Lemma ist
w(D) = |V]. Es sei nun angenommen, dass D nicht minimal ist. Dann
existiert eine dominierende Menge D’ mit w(D’) < |[V|. Dies steht im

Widerspruch zu Lemma

<=: D ist eine dominierende Menge mit minimalem Gewicht, wobei
w(D) = |V] ist. Es sei nun angenommen, dass D kein efficient dominating
set ist. Dann gibt es zwei Knoten v und v in D (u,v € D, u # v), die einen
gemeinsamen Nachbarn w haben (w € Nu] N N[v]). Somit wird w fiir das
Gesamtgewicht von D mehrfach gezéahlt. Also ist w(w) > |V]. Dies steht im
Widerspruch zur Voraussetzung.

O
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4.5.2 Reduktion auf Weighted Independent Set
Es seien G = (V, E) ein Graph, N|v] die abgeschlossene Nachbarschaft von

v in G und 7 ein maximum weight independent set in G?2.
Lemma 4.3 Fiir alle Knoten 4,5 € T (i # j) gilt: N[¢{] N N[j] = 0.

Beweis

Angenommen, es existiert ein Knoten v € V'\ Z und zwei Knoten i,j € Z
(i # j) mit v € N[i] N N[j]. Dann ist der Abstand von i zu j hochstens 2.
Somit ist ij eine Kante in G2. Also ist Z kein independent set in G2. Dies
steht im Widerspruch zur Voraussetzung.

O
Aufgrund von Lemma [£.3] gilt nun:
w(Z) < V|
Satz 4.3 T ist ein efficient dominating set in G genau dann, wenn
w(Z) = |V] ist.
Beweis
=>: 7 ist ein efficient dominating set. Aufgrund von Lemma [£.2] ist
w(Z) =|V]|.
<=: w(Z) = V|
Angenommen, 7 ist nicht dominierend in G. Dann existiert ein Knoten
v € V, fiir den es keinen Knoten i € 7 gibt mit v € N[i]. Aufgrund von
Lemma [4.3] ist somit w(Z) < |V].
Daraus folgt, dass Z dominierend in G ist. Aufgrund von Satz ist 7
somit auch ein efficient dominating set.
O

4.5.3 Zusammenfassung

Das oben Bewiesene lédsst sich nun wie folgt zusammenfassen:
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Satz 4.4 Gegeben seien ein Hypergraph H, dessen Linegraph
L =L(H) = (V, E) sowie eine Gewichtsfunktion w(v € V) := |N[v]|,
wobei N[v] die abgeschlossene Nachbarschaft von v in £ ist.
Fiir eine Menge M C V sind folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M ist dominating induced Matching in H

(ii) M ist efficient dominating set in £

(iii) M ist minimum weight dominating set in £ mit w(M) = |V|

)

(iv) M ist maximum weight independent set in £2 mit w(M) = |V|
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Algorithmen

Dieses Kapitel stellt einige Algorithmen vor, mit denen sich das
Dominating Induced Matching Problem fiir azyklische Hypergraphen 16sen
lasst. Dabei wird dieses jedoch nicht direkt gelost, sondern wie in
Abschnitt gezeigt, auf die Suche nach einer dominierenden Menge bzw.

einem independent set reduziert.

Das Kapitel beginnt mit der Uberpriifung, ob ein Hypergraph a-azyklisch
ist. Die nachfolgenden Abschnitte befassen sich dann lediglich mit den
entsprechenden Linegraphen. Es wird der Einfachheit halber davon
ausgegangen, dass der Hypergraph (- bzw. y-azyklisch war, wenn der
Linegraph strongly chordal bzw. distanzerblich ist.

5.1 Uberpriifung des Hypergraphen

Um zu tberpriifen, ob ein Hypergraph a-azyklisch ist, bieten sich
verschiedene Moglichkeiten an. Nachfolgend werden drei Varianten

vorgestellt.

5.1.1 Mittels Definition

FEine Variante ist es, schlicht zu iiberpriifen, ob ein gegebener Hypergraph
die in Definition (S. gestellten Bedingungen erfiillt. In diesem Fall
miisste der 2-Section-Graph chordal sein und jede (maximale) Clique des
2-Section-Graphen auch eine Hyperkante darstellen.

Wie bereits in Abschnitt (S.[6) erwéihnt, lasst sich in Linearzeit
iiberpriifen, ob ein Graph chordal ist. In [39] wird dazu ein Verfahren
vorgestellt, bei dem auch eine perfekte Eliminationsordnung ermittelt wird
(siehe auch Abschnitt . Mit dieser lassen sich dann auch die
maximalen Cliquen ermitteln und mit den Hyperkanten vergleichen.
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5.1.2 Mittels Graham-Reduktion

Eine weitere Moglichkeit bietet die Graham-Reduktion (siehe
Definition S. . Aus ihrer Definition ergibt sich direkt ein
Algorithmus, um zu testen, ob ein Hypergraph a-azyklisch ist. Dazu
entfernt man so lange entsprechende Knoten und Hyperkanten, bis nur
noch eine leere Kante iibrig bleibt, oder weder Knoten noch Kanten

entfernt werden konnen.

5.1.3 Mittels des Algorithmus von Tarjan und Yannakakis

Ein Moglichkeit, die sich auch in Linearzeit implementieren lasst, wird in
[42] vorgestellt.

Der erste Schritt des Verfahren ist eine von ¢ = 1 bis ¢ = k aufsteigende
Nummerierung der Knoten und Hyperkanten, wobei sich der Wert von k
erst wahrend der Nummerierung ergibt. Die dabei vergebenen Nummern
seien der B-Wert der Hyperkante bzw. des Knotens. Allerdings muss nicht
jede Hyperkante e eine Nummer erhalten. In diesem Fall ist §(e) nicht
definiert.

Fiir die Nummerierung wird zunéchst eine Hyperkante e gewéhlt. Nun
werden sowohl e als auch alle unnummerierten Knoten v € e mit ¢
nummeriert (8(e) = f(v) = 7). Anschliefend wird i um eins erhoht

(i :== i+ 1) und die néchste Hyperkante gewéahlt. Als nichste Hyperkante
wird dabei eine Hyperkante gewéhlt, die noch unnummerierte Knoten
enthélt und deren Anzahl an nummerierten Knoten maximal ist. Dies wird

nun so lange wiederholt, bis alle Knoten nummeriert wurden.

Neben dem [3-Wert erhélt eine Hyperkante e auch einen y-Wert (y(e)).
Dieser ist wie folgt definiert:

max{f(v) | v € e} B(e) ist nicht definiert
v(e) = { nicht definiert Yo ee: B(v)=p5(e)
max{fB(v) |v € e, f(v) < S(e)} sonst

In Abbildung wurden fiir zwei Beispiel-Hypergraphen die 8- und
~v-Werte mit dem oben beschriebenen Verfahren vergeben.

Mit Hilfe der - und ~-Werte ldsst sich nun tiberpriifen, ob ein Hypergraph
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@ 3:2 L

©)

2:1 —:2
(a) (b)

Abbildung 5.1: Beispiel fiir die 8- und y-Werte in Hypergraphen: Die Zahlen in den
Knoten sind deren (3-Werte. Die erste Zahl einer Hyperkante ist ihr -
und die zweite ihr v-Wert. (Beispiel entnommen aus [42])

a-azyklisch ist.

Satz 5.1 [42] Es seien H = (V, ) ein Hypergraph und e; € £ die
Hyperkante mit dem g-Wert i (5(e;) = i).

H ist a-azyklisch genau dann, wenn gilt:

Vie{l,...,k}:Yee&(y(e)=i):en{v]|Bv) <i} Ce

Aus Satz leitet sich nun direkt ein Algorithmus ab. Dieser lasst sich so

modifizieren, dass er in Linearzeit 1auft.

5.2 ~-azyklische Hypergraphen

Die Linegraphen vy-azyklischer Hypergraphen sind distanzerblich chordal
(Satz S.[26)). Fiir diesen Abschnitt ist dabei die Distanzerblichkeit die
interessante Eigenschaft. In [I7] wird ein Algorithmus angegeben, mit dem
sich in Linearzeit iberpriifen ldsst, ob ein gegebener Graph distanzerblich
ist.

Interessant ist die Distanzerblichkeit eines Graphen deswegen, weil sie die
Cliquenweite beschrankt.

Satz 5.2 [28] Die Cliquenweite von distanzerblichen Graphen ist
héchstens 3. Der dazugehorige Cliquenweite-Ausdruck ldsst sich in

Linearzeit ermitteln.
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Ist die Cliquenweite einer Graphenklasse beschréankt und ist zusatzlich fiir
einen Graphen der entsprechende Cliquenweite-Ausdruck gegeben, so lasst
sich ein Problem fiir diesen Graphen in Linearzeit 16sen, wenn es in
monadischer Prédikatenlogik zweiter Stufe (engl.: monadic second-order
logic) definiert werden kann [I5]. Pradikatenlogik zweiter Stufe erweitert
die Pradikatenlogik erster Stufe um die Moglichkeit, dass auch Pradikate
an Quantoren gebunden werden kénnen. Beschréankt man sich zuséatzlich
auf einstellige Priadikate, dann spricht man von monadischer
Pradikatenlogik zweiter Stufe. Eine ausfithrliche Betrachtung des Themas
wird es voraussichtlich in [16] geben.

Gelingt es also, die Suche nach einem efficient dominating set in
monadischer Pradikatenlogik zweiter Stufe zu formulieren, dann lésst sich
diese Suche auch in Linearzeit fiir distanzerbliche Graphen abschlief3en.

5.3 [-azyklische Hypergraphen

Ist der gegebene Hypergraph S-azyklisch, so ist sein Linegraph strongly
chordal. Dies schliefit auch die Mo6glichkeit ein, dass der Linegraph ein
Intervallgraph ist.

5.3.1 Intervallgraphen

Das Uberpriifen, ob ein Graph ein Intervallgraph ist, ist in Linearzeit
moglich. In [6], [30] und [34] sind dazu Algorithmen angegeben. Aulerdem
wird in [I4] ein Linearzeit-Algorithmus vorgestellt, mit dem sich ein

effcient dominating set fiir einen Intervallgraphen ermitteln lésst.

5.3.2 Strongly chordale Graphen

Im Fall der strongly chordalen Graphen ist bisher kein Algorithmus
bekannt, der eine Erkennung in Linearzeit ermdglicht. Zwei der schnellsten
Algorithmen laufen in O(|E|log |V]) [37] bzw. O(|V|?) [41]. Der néchste
Schritt ist das Ermitteln einer strong perfect elimination ordering. Der
zeitliche Aufwand hierfiir liegt bei O(|V|3) [I]. Mit Hilfe einer strong
perfect elimination ordering lasst sich nun ein minimum weight
independent dominating set in Linearzeit berechnen [25]. Aufgrund von
Satz [4.4] lasst sich somit auch tberpriifen, ob der gegebene Graph ein
efficient dominating set besitzt.
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5.4 «-azyklische Hypergraphen

Ist fir einen Hypergraphen nur bekannt, dass er a-azyklisch ist, so lasst
sich der Linegraph auch lediglich auf die Klasse der dually chordalen

Graphen eingrenzen.

5.4.1 Erkennen von dually chordalen Graphen

Prinzipiell konnen auch Hypergraphen, die nicht a-azyklisch sind, einen
dually chordalen Graphen als Linegraphen besitzen. Somit wére es sinnvoll

die Klasse des Linegraphen statt des Hypergraphen zu ermitteln.

In [8] wird gezeigt, dass in Linearzeit getestet werden kann, ob ein Graph
dually chordal ist. Allerdings wird dabei der Graph in einen Hypergraphen
umgewandelt und getestet, ob der Hypergraph a-azyklisch ist. Bei dieser
Umwandlung wird der sogenannte Nachbarschaftshypergraph gebildet.

Definition 5.1 (Nachbarschaftshypergraph)
Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Dessen Nachbarschaftshypergraph
N(G) = (V, ) ist wie folgt definiert:

E={N[]|veV}

Satz 5.3 [8] Ein Graph G ist dually chordal genau dann, wenn sein
Nachbarschaftshypergraph N (G) a-azyklisch ist.

Da die Grofie des Nachbarschaftshypergraphen linear mit der Grofle des
urspriinglichen Graphen wéchst, ldsst sich somit in Linearzeit testen, ob

ein Graph dually chordal ist.

5.4.2 Minimum Weight Dominating Set

Um nun ein efficient dominating set in einem dually chordalen Graphen G
zu finden, bietet Satz [£.4] prinzipiell zwei Moglichkeiten. Eine davon ist das
Finden einer dominierenden Menge mit minimalem Gewicht in G. Diese

Variante erweist sich allerdings als ungeeignet.
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Satz 5.4 Das Ermitteln eines minimum weight dominating set ist
NP-vollstandig fiir dually chordalen Graphen.

Beweis
Gegeben sei ein beliebiger Graph G = (V, E). Es wird nun ein Graph
G* = (V*, E*) wie folgt erstellt:

vV ={v}uVv
E*={v'v|veV}UE

Offensichtlich ist G* dually chordal (v* ist maximaler Nachbar fir alle
Knoten). Eine Gewichtsfunktion w sei nun wie folgt definiert:

{|V|+1 wenn v = v*
w(v) =

1 sonst

Es ist nun jede dominierende Menge D C V fiir G auch eine dominierende
Menge in G*. Auflerdem ist das Gesamtgewicht von D immer kleiner als
das des Knotens v*. Somit ist D die kleinste dominierende Menge in G
genau dann, wenn D die dominierende Menge mit dem kleinsten Gewicht
in G* ist.

O

5.4.3 Quadrat dually chordaler Graphen

Neben der Suche nach einer dominierenden Menge mit minimalem Gewicht
bietet Satz[£.4 noch die Option, ein independent set mit maximalem

Gewicht im Quadrat eines Graphen zu suchen.

Satz 5.5 [7] Das Quadrat eines dually chordalen Graphen G ist chordal.
Auflerdem ist eine maximale Nachbarschaftsordnung fiir G eine perfekte

Eliminationsordnung fiir G2.

Da das Quadrat des vorliegenden Linegraphen chordal ist, ist es nun
moglich, ein independent set zu ermitteln. In [26] wird dafiir ein
Linearzeit-Algorithmus vorgestellt. Voraussetzung fiir diesen ist eine

perfekte Eliminationsordnung.
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Ermitteln einer perfekten Eliminationsordnung

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine perfekte Eliminationsordnung fir
chordale Graphen zu ermitteln. Einige Algorithmen mit linearer Laufzeit
werden in [38], [39] und [42] vorgestellt. Ein weiteres Verfahren, mit dem
sich jede perfekte Eliminationsordnung finden ldsst, ist in [40] beschrieben.

Auch Satz bietet einen Ansatz zum Finden einer perfekten
Eliminationsordnung. Da es sich bei dem gegebenen chordalen Graphen
um das Quadrat eines dually chordalen Graphen G handelt, kann auch
eine maximale Nachbarschaftsordnung fir G ermittelt werden. In [7] wird

dafiir der folgende Algorithmus vorgestellt.

Algorithmus 5.1 (MNO, [7])
Eingabe: Ein dually chordaler Graph G = (V, E).
Ausgabe: Eine maximale Nachbarschaftsordnung (vy,...,v,) von G.

(1) Initialisiere alle Knoten v € V' als unnummeriert und unmarkiert.

(2) Waéhle einen beliebigen Knoten v € V. Nummeriere v mit n (also
v, = v) und setze mn(v) := v.

(3) Repeat

(a) Wéhle aus allen unmarkierten Knoten einen nummerierten
Knoten u, so dass N|[u] eine maximale Anzahl an
nummerierten Knoten enthélt.

(b) Nummeriere alle unnummerierten Knoten x aus N[u]
fortlaufend mit der hochstmoglichen Nummer zwischen 1 und
n — 1, die noch frei ist. Setze auBerdem mn(z) := u.

(c) Markiere u.

Until Alle Knoten sind nummeriert.

Die so ermittelte maximale Nachbarschaftsordnung fiir G ist nun auch eine
perfekte Eliminationsordnung fiir G2. Aulerdem weist der Algorithmus
jedem Knoten einen maximalen Nachbarn zu. Beides wird sich spéter noch

als hilfreich erweisen (siche Abschnitt [5.4.4). Abbildung zeigt die
Anwendung des Algorithmus an einen Beispielgraphen.
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Abbildung 5.2: Beispiel fiir Algorithmus Die Nummerierung der Knoten ist die vom
Algorithmus vergebene Nummerierung. Markierte Knoten sind griin
hinterlegt. Die blauen Pfeile zeigen jeweils auf den maximalen Nachbarn
eines Knotens (ausgenommen Knoten 6). Der Algorithmus beginnt mit
Knoten 6 und wahlt die Knoten danach in folgender Reihenfolge aus:
(6,4,5,3). Es sind allerdings auch andere Reihenfolgen moglich. (Graph
entnommen aus [26])

Ermitteln eines Maximum Weight Independent Sets

Da nun eine perfekte Eliminationsordnung gegeben ist, ldsst sich nun auch
ein maximum weight independent set mittels des in [26] vorgestellten
Algorithmus berechnen. Ein Beispiel fiir die Anwendung des Algorithmus
ist in Abbildung [5.3] gegeben.

Algorithmus 5.2 (mwlIS, [26])

Eingabe: Ein chordaler Graph G = (V, E) mit perfekter
Eliminationsordnung (vy, ..., v,) und einer Gewichtsfunktion w.
Ausgabe: Ein maximum weight independent set Z.

(1) Z:=10
(2) Fori:=1Ton

Wenn w(v;) > 0 ist, dann markiere v; und setze

w(u) := max(w(u) —w(v;),0) fur alle Knoten u € N (v;).
(3) For i := n DownTo 1

Wenn v; markiert ist, dann setze Z := Z U {v;} und entferne

von allen Knoten u € N(v;) die Markierung.

5.4.4 Vermeiden des Quadrats

Ein Problem beim Bilden des Quadrats ist es, dass sich damit auch die
Anzahl der Kanten quadriert. Gleiches gilt somit auch fiir die Laufzeit. Ziel
dieses Abschnitts ist es nun, auf die Bildung des Quadrats zu verzichten,
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(a) Der Graph G mit Gewichten, (b) G? nach dem Algorithmus mit

Nachbarschaftsordnung (blaue Pfeile) markierten Knoten (griin), gewéhlten

und den Kanten in G? (gestrichelt) Knoten (sechseckig) und relevante
Gewichte.

Abbildung 5.3: Beispiel fiir Algorithmus Der Algorithmus wird auf den Graphen G2
angewendet (blaue und gestrichelte Kanten in @) In @ ist G* nach
dem Algorithmus dargestellt. Die Beschriftung der Knoten ist das Ge-
wicht der Knoten, wenn es iberpriift wird (negative Gewichte sind als
0 dargestellt). Vom Algorithmus in der ersten Schleife markierte Kno-
ten sind griin hinterlegt. In der zweiten Schleife gewdhlte Knoten sind

zusétzlich sechseckig.

um eine Laufzeit zu erreichen, die linear zur Grofle des Linegraphen ist.

Reihenfolge der Knoten

Ein Algorithmus, der auf das Quadrat des Graphen verzichtet, kann durch
Modifikation von Algorithmus [5.2] erreicht werden. Der erste Punkt dabei
ist die perfekte Eliminationsordnung. Wie bereits erwéhnt, ist hierfiir

Satz [5.5] hilfreich. Eine maximale Nachbarschaftsordnung fiir einen dually
chordalen Graphen G ist auch eine perfekte Eliminationsordnung fiir
dessen Quadrat. Sie kann in Linearzeit mit Algorithmus [5.1] ermittelt

werden.

Verrechnung der Gewichte

Der néchste Punkt ist das Subtrahieren des Gewichts des aktuellen
Knotens v; von dessen Nachbarn N (v;). Das Problem dabei ist, dass die
Nachbarschaften in G und G? unterschiedlich sind. Eine einfache Losung
wére es, nicht nur die direkten Nachbarn von v; zu ermitteln sondern auch
die Nachbarn der Nachbarn. Dies fiihrt jedoch wieder zu einer
quadratischen Laufzeit. Es kann allerdings ausgenutzt werden, dass v;

immer einen maximalen Nachbarn m; besitzt.
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Satz 5.6 Es seien G = (V, E) ein Graph, G? = (V, E?) dessen Quadrat
und (vi,...,v,) eine maximale Nachbarschaftsordnung fiir G, wobei m;
der maximale Nachbar von v; ist. Auflerdem seien 1 <7 < j < n und

v; # m;. Fiir alle Knoten v; gilt nun:

ViV; € F? & m;v; € B

Beweis

<=: v; ist mit dem maximalen Nachbarn von v; verbunden (m;v; € E).
Somit ist der Abstand von v; zu v; in G héchstens 2. Also sind v; und v;
auch in G? miteinander verbunden (v;v; € E?).

=: v; und v; sind miteinander in G? verbunden (v;v; € E?). Es kann nun
0.B.d. A. angenommen werden, dass v;v; ¢ E ist. Folglich existiert ein
Knoten vy, der mit v; und v; verbunden ist (v;vg, vgv; € E). Nun gilt es

zwel Falle zu unterscheiden:

(i) i < k. Per Definition ist der maximale Nachbar m; mit allen

Nachbarn von v verbunden. Somit auch mit v;.

(ii) k < i. Da vy vor v; in der Nachbarschaftsordnung liegt, besitzt vy
einen maximalen Nachbarn my,, der sowohl mit v; also auch v;
verbunden ist. Somit kann die Fallunterscheidung fiir mj, wiederholt

werden.

Per Voraussetzung ist ein Knoten nie sein maximaler Nachbar (aufler vy,).
Daraus folgt, dass sich Fall nun so lange wiederholt, bis ¢ < k ist und

Fall [(i)] eintritt.
O

Anmerkung: Damit Satz giltig ist, darf (bis auf den letzten Knoten)
kein Knoten sein eigener maximaler Nachbar sein. Allerdings erfiillt eine
von Algorithmus berechnete Nachbarschaftsordnung diese Bedingung.

Satz [5.6] erlaubt es nun, Algorithmus [5.2]so zu &ndern, dass die Gewichte
auch in Linearzeit korrekt berechnet werden. Dazu erhalt jeder Knoten v
neben seinem eigenen Gewicht w ein zusatzliches Gewicht wj,, welches mit
dem Wert 0 initialisiert wird. Dieses Zusatzgewicht dient nun als
Zwischenspeicher.
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Das Gewicht eines Knotens wird nun nicht mehr direkt abgezogen, sondern
erst in dessen maximalen Nachbarn zwischengespeichert. Von dort wird es
dann zu einem spéteren Zeitpunkt weiterverteilt. Dies stellt sicher, dass
iiber jede Kante hochstens zweimal ein Gewicht ,wandert“ (je einmal w

und wp).

Sperrung von Nachbarn

Der letzte Punkt beim Modifizieren von Algorithmus [5.2) ist das Sperren
von Knoten, die zu nahe an einem gewéhlten Knoten liegen. In
Algorithmus werden dazu (in der ersten Schleife) Knoten als
Kandidaten markiert. Wird nun in der zweiten Schleife ein Knoten gewéhlt,
werden anschlieSend die Markierungen sdmtlicher Nachbarn entfernt. Sie
fallen damit als Kandidaten fiir die gesuchte Knotenmenge weg.

Auch in diesem Fall wiirde es zu quadratischer Laufzeit fithren, wenn man
die Nachbarn der Nachbarn ermittelt. Das Problem lasst sich dadurch
l6sen, dass man eine zusétzliche Markierung einfiihrt. Fiir die Markierung
eines Knotens v gibt es dann drei Mdéglichkeiten: v ist unmarkiert, v ist
Kandidat oder v ist gesperrt.

Ein Knoten v wird nun zur Lésungsmenge hinzugefiigt, wenn er als
Kandidat markiert ist und weder v noch einer seiner Nachbarn gesperrt
wurden. Auflerdem werden in diesem Fall alle Nachbarn als gesperrt
markiert.

5.4.5 Zusammenfassung

Das oben Beschriebene fithrt nun zu folgendem Algorithmus, der ein
efficient dominating set fiir dually chordale Graphen berechnet (falls es
existiert):

Algorithmus 5.3 (dcED)
Eingabe: Ein dually chordaler Graph G = (V, E).
Ausgabe: Ein efficient dominating set D (falls existent).

(1) D:=10
(2) For Allv eV
w(v) = [N[v]|
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wp(v) :==0
(3) Ermittle eine maximale Nachbarschaftsordnung (v1,. .., v,) sowie
die dazugehorigen maximalen Nachbarn (m, ..., m,) mittels
Algorithmus [5.1]

(4) For i:=1Ton
(a) Ziehe das Gewicht wy,(u) aller Knoten u € N[v;] vom
Gewicht w(v;) ab (Vu € Nv;] : w(v;) = w(vi) — wp(u)).
(b) Wenn w(v;) > 0 ist, dann markiere v; als Kandidat und setze
wp(my) = wp(mi) + w(vy).
(5) For i := n DownTo 1

Wenn v; als Kandidat markiert ist und kein Knoten u € N|[v;]
gesperrt ist, dann setze D := D U {v;} und sperre alle Knoten
u € N(v;).

(6) D ist ein efficient dominating set genau dann, wenn
> vep [N[v]] = V.

Satz 5.7 Algorithmus findet ein efficient dominating set fiir dually
chordale Graphen in Linearzeit.

Die Korrektheit ergibt sich aus der oberen Argumentation (besonders
Satz [5.6)). Daher wird an dieser Stelle auf einen Beweis verzichtet.

5.4.6 Der gewichtete Fall

Mit Algorithmus [5.3]ist es nun moglich, ein efficient dominating set fiir
einen dually chordalen Graphen zu finden. Somit auch ein dominating
induced Matching fir a-azyklische Hypergraphen. Das Problem ist damit

jedoch nur fiir den ungewichteten Fall gelost.

Angenommen, fiir die Kanten eines Hypergraphen bzw. die Knoten des
Linegraphen sei auch eine Gewichtsfunktion a gegeben. Es soll nun ein
dominating induced Matching mit maximalem Gewicht ermittelt werden.
Da fiir das urspriingliche Problem bereits eine Knotenmenge mit
maximalem Gewicht gesucht wird, miissen die Gewichte nur angepasst
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werden. Nachfolgend werden zwei Varianten dafiir vorgestellt.

Multiplikator-Variante

Eine Moglichkeit, um sowohl die Anzahl der Nachbarn als auch das
gegebene Gewicht einer Hyperkante (bzw. Knotens v im Linegraphen) zu
berticksichtigen, ist es, die Summe von beiden zu bilden. Dabei wird die
Anzahl der Nachbarn allerdings vorher mit einem hinreichend grofien

Multiplikator m verrechnet.

w(v) =m - N[v] + a(v)

Die Variante hat zwei Nachteile. Zum einen muss ein Multiplikator gewéahlt
werden, der grofl genug ist, damit die Anzahl der Nachbarn die dominante
Grofe bleibt. Zum anderen kénnen negative Gewichte dazu fithren, dass
sich am Gesamtgewicht der gefundenen Knotenmenge nicht mehr direkt
ablesen lasst, ob sie dominierend ist.

Vektor-Variante

Alternativ zu einem Gesamtgewicht, kann man die Gewichte als Vektoren
betrachten. Ein solches Vektorgewicht besteht aus dem urspriinglichen
Gewicht und der Anzahl der Nachbarn.

N
w(v) = ( M)
a(v)
Allerdings ist es notwendig, zu definieren, wann ein Vektor grofier ist als
a x
< ) = ( ><:>a:x/\b:y
b Y
(Z) > (;C) Sa>zV(a=zANb>y)

Der Vorteil besteht darin, dass die Anzahl der Nachbarn immer vom

ein anderer.

urspriinglichen Gewicht getrennt ist. Somit muss kein Multiplikator
errechnet werden. Auflerdem lésst sich am Gesamtgewicht sofort ablesen,
ob es sich um eine dominierende Menge handelt.

D CV ist ein efficient dominating set < Z w(d) > ( V] )
deD o
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Abschluss

Diese Arbeit untersuchte das Dominating Induced Matching Problem.
Dabei stellte sich heraus, dass es sich (unabhéngig von der Graphenklasse)
auf die gewichtete Suche nach einer dominierenden Menge im Linegraphen
bzw. auf die Suche nach einer gewichteten unabhéngigen Menge im
Quadrat des Linegraphen reduzieren ldsst (Satz S. .

Darauf basierend konnte gezeigt werden, dass sich das Problem fiir die
Klasse der a-azyklischen Hypergraphen in Polynomialzeit 16sen lésst. Dazu
wurde ein Algorithmus entwickelt, der in Linearzeit ein efficient dominating
set fiir dually chordale Graphen findet (Algorithmus S. , welches
die Linegraphen der a-azyklischen Hypergraphen sind (Satz S. .

Offen bleibt die Frage, ob es in Linearzeit moglich ist, ein dominating
induced Matching fiir a-azyklischen Hypergraphen zu finden. Die im
vorherigen Kapitel vorgestellte Losung kann quadratische Laufzeit
erreichen, da der Linegraph des Hypergraphen gebildet werden muss. Fiir
eine Losung mit linearem Aufwand muss das vermieden werden.

Da Satz [£.4) unabhéngig von einer Graphenklasse ist, stellen sich auBerdem
die Fragen: Gibt es weitere Graphen- oder Hypergraphenklassen, fiir die

Satz [£.4] zu einer Losung fiihrt? Gibt es Klassen, fir welche die Suche nach
einer dominierenden Menge im Linegraphen eine bessere Losung bringt als

die Suche nach einer unabhéngigen Menge im Quadrat des Linegraphen?
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